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1 EXERCICE 1 : Suites Numériques

Données : Soit (u,) une suite définie par :

Uy = 2
DUy,

Vn € N: ] = ————
" Unt1 2u, + 3

1.1 Question 1 : Calculer u;

Solution :
On utilise la relation de récurrence avec n = 0 :

. 5160
N 2U0 +3

Uy

B H5x2
2% 2+43

Réponse finale : |u; = —

1.2 Question 2a : Montrer que Vn € N, u,, > 1

Solution :
Démonstration par récurrence :

Initialisation : Pour n =0

u =2>1 v
La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que u,, > 1 pour un certain n € N.
Montrons que w,+1 > 1.

Sy,
2u, + 3
Montrons que ;41 —1>0:

Ona: u, =



_ duy _
- 2u, +3

Up+1 — 1

~ Sup, — (2u, +3)

a 2u, + 3

Su, — 2u, — 3
2u, + 3

~ Bu, —3
© 2u, +3
~ 3(un — 1)
 2u,+3

Puisque u,, > 1 (hypothése de récurrence), on a :
— u,—1>0

— 2u, +3 >0 (car u, >1>0)

Donc uy,+1 — 1 > 0, c’est-a-dire u,41 > 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, Vn € N, u,, > 1.

. . 2u,(1 —u
1.3  Question 2b : Vérifier que u, 1 — u, = M
2u, + 3
Solution :
Calculons w11 — uy, :
U,
Up, — Up = — Up
+1 2u, +3
By — up(2uy, + 3)
N 2u, + 3
_ du, — 2u? — 3u,
2uy, + 3
- 2u,, — QU%
2u, + 3
_ 2u, (1 — up)
 2u,+3
 2up (1 — uy)

Réponse finale : Formule vérifiée : [u, 1 —u, =

2y, + 3

1.4 Question 2c : Etudier la monotonie de la suite (u,,)
Solution :
20 (1 — uy,)

D’aprés la question 2b : u,4q1 — Uy =
p ! + 2u, +3

Etude du signe de Upt1 — Uy :
— 2uy, >0 (car u, > 1> 0 d’aprés 2a)



— 2u, +3 >0 (car u, > 0)

— 1 —wu, <0 (car u, > 1 d’aprés 2a)

Donc : w1 —u, <0

Par conséquent : u,.1 < u, pour tout n € N.

Réponse finale : | La suite (u,) est strictement décroissante.




1.5 Question 3a : Montrer que (v,) est géométrique

Données : On pose : v, =

Solution :

Un+1
Calculons ——= :
Unp,

Or v, =

Uy — 1

pour tout n € N

n

. Un1 — 1
Un+1 =
Up+1
Sy,

2un—|—3:

Avec u, 1 =

Sup 1
_ 2unp+3
Up+1 = Stin

2Un+3

S5un—(2un+3)
2Un+3
Sy,
2un+3

Su,, — 2u, — 3
Sy,

~ Bu, —3

 Su,

3(un, — 1)
Sy,

, donc :

Un+1 = 5 X

3
Donc v, 11 = gvn pour tout n € N.

Calcul du premier terme :

Réponse finale :

w—-1 2—-1 1
VUV = = = —
T 2 2

3 1
(v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = = et de premier terme vy = 5

1.6 Question 3b : Exprimer v, en fonction de n

Solution :

3 1
Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison g = s et de premier terme vy = 5

Réponse finale :

1 3)"
Up = Vg X g :§X g




1.7 Question 3c : Déduire u, en fonction de n

Solution : )
Ona:v, = tn
Unp,
1
Donc:v,=1— —
Up,
Dou: —=1-—u,
U,
1
Uy =
1—u,
En remplacant v, par son expression :
1
Up = 1 /3\7
1-3(3)
1
()
2
B 2
— N
2-(3)
. 2
Réponse finale : |u, = T
2-(3)




1.8 Question 4a : Montrer que u,.1; < §u”

Solution :
DUy,

O S Uppl = ————
mastn =5 13

Montrons que Up+1 < Uy, ¢

3

< 5 Sy,
Up, =S SUp
=3 " 2u.+3

n

5
< —-u
-3

5
<~ bu, < §un(2un +3)

< 15u,, < bu,(2u, + 3)
= 15u,, < 10u2 + 15u,
= 0<10u?

Cette derniére inégalité est toujours vraie car u? > 0.

Réponse finale : |Vn e N, u, < §Un

1.9 Question 4b : Déduire que u,, < 2 (g)

Solution :
Démonstration par récurrence :

Initialisation : Pour n =0

5\ 0
Donc ug < 2 (5) v

5 n
Hérédité : Supposons que u,, < 2 (§) pour un certain n.

. 5
D’apres la question 4a : up1q < —u,

En utilisant 'hypothése de récurrence :
) 5\"
1] < =X 2| =
Unt+1 > 3 ( 3>
5 n+1
<2|-= v
<(3)
5

n
Conclusion : Par récurrence, Vn € N,  w,, <2 (§) :



1.10 Question 5 : Calculer S, =vg+v1+ -+ v,_1

Solution :

: : : 3 :
(v,) est une suite géométrique de raison ¢ = 5 et de premier terme vy = —

La somme des n premiers termes d’'une suite géométrique est :

Snzvoxll__qqn
1 o1-(3)"
S =75 % _%
_(3\"
11 2(5)
2 5

Réponse finale : | S, = g [1 — (§) }

5
n—1 1
1.11 Question 6 : Calculer —
Uu
k=0 "
Solution : . )
Ona:v, = n =1—-—
Unp, U,
1
Donc: —=1-—uv,
Uy,
Par conséquent :
n—1 n—1
1
— = (1 — Uk)
Uk
k=0 k=0
n—1 n—1
= 1-— Vi
k=0 k=0
=n-2_5,

x> 3
LML
£ |-
I

3

|

=~ Ot
1
—_

|

7 N
ot W
N
3



Réponse finale :

10




2 EXERCICE 2 : Suite Arithmétique

Données : Soit (u,),>1 une suite définie par :

Uy = —1
2y,
Vn € N : ntl =
" Yntl 3uy, + 2
On pose : v, = —
2.1 Question 1 : Calculer v,
Solution :
2 2
nT == — = —
! U1 —1

Réponse finale : H

2.2  Question 2a : Montrer que (v,) est arithmétique de raison r = 3

Solution :
Calculons v,11 — vy, :

Upn+1 =
Un+41

2uy,

Avec Uy = —— -
v 1 3uy, + 2

Un+1 = Sun
3un+2

3u, + 2

=2 X

Donc : v,1 —v, =3
La différence est constante, donc (v,,) est une suite arithmétique de raison r = 3.

Réponse finale : | (v,) est arithmétique de raison r = 3

2.3 Question 2b : Déduire v, et u, en fonction de n

Solution :
Expression de v, :
Puisque (v,,) est arithmétique de raison r = 3 et de premier terme v; = —2 :

11



Up=v1+ (n—1)r

=—-24+3(n-1)
=—-2+3n—-3
=3n—25
Expression de u,, :
Puisque v,, = —, on a:
Up,
2
Uy = — =
v, 3n—2D>
2
Réponse finale : jv, =3n—5 et wu, =
3 —95
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3 EXERCICE 3 : Barycentre et Géométrie Vectorielle

3.1 PARTIE I : Barycentre

Données : ABCD est un parallélogramme. On considére les points G, I et J tels que :
— G est le barycentre de (B; —4) et (C};9)
— I est le barycentre de (A4;3) et (B;1)

— Jesttelque:A—j:;@%—B?

3.1.1 Question 1 : Montrer que J est le barycentre de C et D

Solution :
Meéthode : Utilisation de ’écriture vectorielle et de la relation de Chasles

Ona:ﬂz%@—l—@

Etape 1 : Expression de B en fonction de 1@ et B
Utilisons la relation de Chasles pour exprimer BC' :

Bé = BA 4 A = it + A0

Donc :

ﬁ:§@+(—zﬁ+@)
:%ﬁ_@+ﬁ
:(g_l)/@+@
= 4B + AC

Etape 2 : Utilisation de la propriété du parallélogramme
Dans le parallélogramme ABCD : AC = AB+ A

En substituant dans ’expression de B :

T
:—%1@+(1@+E)
SRR LI
i

Multiplions les deux membres par 3 :

3A) — 248 + 34D
Or@:fﬁ—ﬁ,donc:
347 = 2(AC — AD) + 3AD
— 2AC — 2AD + 34D
— 2AC + AD

13



Identification avec la formule du barycentre :

On a obtenu : Bﬁ = 2%@ + /ﬁ

Cette relation correspond a la définition du barycentre :
Si J est le barycentre de (C; «) et (D; ), alors :

(a+ B)AS = aAC + BAD

Par identification : a« =2 et =1
Réponse finale : | J est le barycentre de (C;2) et (D;1)

3.1.2 Question 2 : Montrer que I, J et G sont alignés

Solution :
Point [ : barycentre de (A4;3) et (B;1)

AAT = 3AA + 1AB = AB
D’oﬂ:ﬂ:iﬁ

Point G : barycentre de (B; —4) et (C;9)

5AC — —4ADB + 9AC

— 4AB +9(AB + BO)
— —4AB + 9AB + 9BC
— 5AL + 9BC

AC = AB + %@

Dans le parallélogramme : B? = E

4G = B+ D

Calculons 17 en utilisant la relation de Chasles par le point A :
Par la relation de Chasles :

[J=TA+A4J
Orﬁl:—ﬂ, donc :

s B Py
Onsaitque:/ﬁ:}l@etﬂ:;@—i—ﬁ

Donc :

0 lap. 2B D
~(3-3) B+ D
- (%_%)E+B

BLEV I

Calculons I@ en utilisant la relation de Chasles par le point A :

14



Par la relation de Chasles :

IG=TA+AC
IG = —Al + A

On sait que (d’apreés les calculs précédents) :

ﬂ:%ﬁ et @:f@%ﬂ%

OI'[—1>4: —ﬁ, donc :

Donc :

16 - Al + ac
— At + 4B+ JAD
= AB+ AB + JAD
:(_3“)&;@
- 2B+ 0D
-2 (gas+p)
95

D’ot les points I, J et G sont alignés.

Réponse finale : | Les vecteurs ﬁ et ﬁ sont colinéaires, donc I, J et G sont alignés.

15



3.2 PARTIE II : Ensembles de Points
3.2.1 Question 1 : Ensemble £, = {M / H3M/i — 2ME§H = H2M/i - 3ME§H}

Solution :
Méthode : Utilisation du barycentre

On pose G le barycentre de (A;3) et (B; —2) :

(3 2)MG, = 3MA — 2MB

MG, = 3MA — 2MB
On pose G; le barycentre de (A4;2) et (B; —3) :

(2 — 3)MGy = 2MA — 3MB

MGy = 2MA—3MDB
MGl — 3MB — 20 A

L’équation devient :
MG = MG

Donc : MGy = MGy

L’ensemble Ey = {M / MG, = MGy} est la médiatrice du segment [G1G5].
Or G, et G, sont alignés avec A et B sur la droite (AB).
Le milieu de [G1G3] est le milieu de [AB].

Réponse finale : | E; est la médiatrice du segment [AB]

3.2.2 Question 2 : Ensemble E, = {M /||[4MA + ]\ﬁ” =3}

Solution :
On pose G le barycentre de (A4;4) et (B;1) :

5MC = AMA + MB

Donc : AMA + MB = 5MC

L’équation devient :

1503 =3

51MC)| =3
1373 =3
e =2

3 3
L’ensemble des points M tels que MG = R est un cercle de centre G et de rayon £

G est le barycentre de (A;4) et (B;1), donc :

Ad = 4B

16



3
Réponse finale : | ), est le cercle de centre G (barycentre de (A;4) et (B;1)) et de rayon r = R

Correction réalisée selon les orientations pédagogiques du systéme éducatif marocain
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